CHAPITRE VI

SYSTEMES DE RACINES

§ 1. Systémes de racines

Dans ce paragraphe, £ désigne un corps de caractéristique zéro. A partir du
n® 3, on suppose que £ = R,

1. Définition d’un systéme de racines

Lemme 1. — Soient V un espace vectoriel sur k, R une partie finie de V engendrant V.
Pour tout oe R tel que a # 0, il existe au plus une réflexion s de V telle que
s{a) = —u et s(R) =R,

Soit G le groupe des automorphismes de V qui laissent R stable. Comme R
engendre V, G est isomorphe 4 un sous-groupe du groupe symétrique de R,
donc est fini. Soient s, 5" deux réflexions de V telles que s{a) = s'(¢) = — «,
s(R) = R, s/(R) = R. Alors ¢ = s5' appartient & G, donc est d’ordre fini m.
D’autre part, on a:

tHea) = o et t{x) = x mod. ka pour tout xe V.
Il existe donc une forme linéaire f sur V telle que
Hx) = x + fx)a pour tout xeV,
et 'on a f(«) = 0. Par récurrence sur n, on en déduit que
tn(x) = x + nf (x)u pour tout xeV.
En prenant n égal & m, on voit que mf(x) = 0 pour tout xe V, d’o0 f =0,

t=1, et s =y,

DEFINITION 1. — Soient V un espace vectoriel sur k, et R une partie de V. On dit que R
est un systéme de racines dans V st les conditions suivantes sont vérifides :

(SRy) R est fini, ne contient pas O, et engendre V.

(SRyy) Pour tout aeR, il existe un élément o du dual V* de V tel que
oy ¥ = 2 et que la réflexion s, v (cf. chap. V, § 2) laisse stable R.

(SRyyr) Pour tout v @R, on a «¥(R) < Z.
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D’aprés le lemme 1, la réflexion s, ,v (donc aussi la forme linéaire «") est
déterminée de maniére unique par «, ce qui donne un sens a {SRy;;). On posera
Su,qv = 54 On a 5,(x) = x—{a”, ¥) pour tout xeV,

Les éléments de R sont appelés les racines (du systéme considéré). La dimen-
sion de V s’appelle le rang du systéme,

Les automorphismes de V qui laissent stable R s’appellent les automor-
phismes de R. Ils forment un groupe fini noté A(R). Le sous-groupe de A(R)
engendré par les s, s’appelle le groupe de Weyl de R et se note W(R), ou simple-
ment W.

Remarque 1). — Soit k' une extension de £. Identifions canoniquement V a un
sous-ensemble de V®@£4’' et V* 4 un sous-ensemble de V¥*@ki = (Vi )*.
Alors, R est un systéme de racines dans V@£, et les o sont les mémes que
précédemment.

Lemme 2. — Soit R un systéme de racines dans V. Soit (x| y) une forme bilinéaire symé-
trigue sur V, non dégénérée, invariante par W(R). Identifions V a V* grice & cette
Jorme. ST a e R, o est non isotrope et

v 20(

o =

(ofor)
Cela résulte de la formule (4) du Chap. V, § 2, n° 3.

ProrosiTioN 1. — Soit Vo (resp. V§) le sous-Q-espace vectoriel de V (resp.V*)
engendré par les o (resp. les o). Alors Vg (resp. V) est une Q-structure sur V
(resp. V¥*) (Alg., chap. II, 3¢ éd., § 8, n® 1). La restriction & Vo X V& de la
Jforme bilinéaire canonique de N X V* permet d’identifier chacun des espaces Vo, V§
au dual de Uautre. Lensemble R est un systéme de racines dans V.

Si £ = R, il existe un produit scalaire sur V invariant par W(R) (Intégr.,
chap. VII, § 3,n° 1, prop. 1) ; le lemme 2 prouve alors que les «” engendrent V*,
D’apres la Remarque 1, les «¥ engendrent encore V* si k = Q. Arrivons au
cas général. Posons E =V,. D’aprés (SRyyy), chaque «” applique E dans Q,
donc définit un élément & de E*. Il est immédiat que R est un systéme de
racines dans E, et que I’élément correspondant & o dans E* est & D’aprés ce
qui précede, les & engendrent I’espace vectoriel E*. Considérons I’homomor-
phisme canonique : E®q & — V, et son transposé ! : V¥ — E* @q k. Puisque
R engendre V, ¢ est surjectif, donc # est injectif; mais 'image de ¥ contient
les &, donc # est surjectif. On en conclut finalement que ¢ et ¥ sont des iso-
morphismes. On peut identifier V 2 E®k, V* 3 E*gFk, «¥ 4 & et V§ a4 E*,
Ainsi Vg (resp. V§) est une Q -structure sur V (resp. V*). La restriction a
Vo X V§ de la forme bilinéaire canonique de V x V* s’identifie & la forme
bilinéaire canonique sur E x E*, d’ol la proposition.

Remarques 2). — Gréace a la prop. 1, on peut ramener I'étude des systémes de
racines au cas ol £ = Q . La Remarque 1 permet ensuite de se ramener & un
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systtme de racines de I'espace vectoriel réel Vg = Vo®o R. Les groupes
de Weyl associés a ces différents systémes s’identifient canoniquement.

3) Puisque les «¥ engendrent V*, le groupe W(R), considéré comme sous-
groupe de GL(VR), est essentiel (chap. V, § 3, n° 7). De plus, le cor. du th. 1
du chap. V, § 3, n° 2 montre que les seules réflexions appartenant & W(R)
sont les s,.

ProrosITION 2. — Les o« forment un systéme de racines dans V*, et on a & =«

pour tout aeR.

Les «¥ vérifient (SR;) d’aprés la prop. 1. Puisque s, ,v est un automor-
phisme de ’espace vectoriel V muni du sous-ensemble R, ¢(s, ,v)~! laisse stable
Pensemble RY des «¥; or t(s, ,v)71 = s4v o, Cce qui prouve que RY vérifie
(SRy;) et que oY = «. Enfin, on a {(a”, B> @ Z quels que soient «¥ e R et
BeR, donc RY vérifie (SRyy).

On dit que RY est le systéme de racines inverse de R. On voit que Papplication

o— o« est une bijection de R sur RY appelée bijection canonique de R sur RY.
On prendra garde que, si «,  sont des éléments de R tels que « + BeR,

alors (x + B)Y # «¥ 4+ BY en général.
Comme sy(a) = — «, ’axiome (SRy) montre que — R = R. On a évi-

demment (—a«)Y=-—a" et —1 e A(R) (mais on n’a pas toujours —1 e W(R)).

L’égalité (s, 4v)~1 = 5,v 4 prouve que lapplication u+—fu~1 est un
isomorphisme du groupe W(R) sur le groupe W(RY). On identifie ces deux
groupes par cet isomorphisme; autrement dit, on considére W(R) comme opé-

rant dans V et dans V*. De méme pour A(R).

ProrosiTioN 3. — Pour x,yeV, posons
(x|y> = ék CAEDI(A I

Alors (x| ) est une forme bilindaire symétrique non dégénérée sur V, invariante par
A(R). Pour x,yeVgq, on a (x|y)e Q. L'extension canonique de (x|y) &

Vk = Vo® R

est positive non dégénérée. '
Il est clair que (x| y) est une forme bilinéaire symétriquesur V. Si g e A(R),

on a

(g®))g() = 2 gla), x> {g(a¥), 3> = (x|3)

«€R
puisque (*g)(RY) = RY. Si x,7e Vg, on a (x]y)eQ d’aprés (SRyy). Si
zeVg,ona(zz) = 3 (&%, )220, et (2]2) >0si z # 0 d’aprés la prop. 1,
aER .
donc 'extension canonique de (x| ) & Vg positive est non dégénérée. La restric-
tion de (x|») & Vg est donc non dégénérée, et par suite la forme (x|y) sur V
est non dégénérée,
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Prorosrrion 4. — (1) Soit X une partie de R, soit Vy le sous-espace vectoriel de 'V engen-
dré par X, et soit Vi le sous-espace vectoriel de V* engendré par les o, ot ae X,
Alors V est somme directe de V et du sous-espace orthogonal & Vi, V* est somme directe
de Vi et du sous-espace orthogonal & Vi, et Vi s’identifie au dual de Vy.

(ii) R n ' Vy est un systéme de racines dans Vx, et la bijection canonique de R n Vy
sur le systéme inverse s’identifie & I application o — o restreinte & R n Vy.

Gréace a la remarque 2, on peut supposer que £ = R. Identifions V & V*

grice 4 la forme bilinéaire symétrique de la prop. 3. On a «” = (2|°°)

ol
tout « € R (lemme 2). Tout sous-espace vectoriel de V est non isotrope, et la
proposition est alors évidente.

pour

COROLLAIRE, — Soit V1 un sous-espace vectoriel de'V, et soit Va le sous-espace vectoriel
engendré par R n V. Alors R n'Vq est un systéme de racines dans V2.
Cela résulte de (ii), appliqué & X =Rn V1.

Pour «eR et e R, on pose:

(1) e, Bv> = n(“s B)'

On a donc:

(2) n(e, @) = 2

(3) n(—a, B) = n(a,— B) = —n(«, B).
D’aprés (SRyy),

(4) n(a, B) e Z.

Par définition méme de n(«, B),

(5) sp(e) = @ — n(a, B)B.

La formule (1) et la prop. 2 entrainent

(6) n(“: ﬁ) = n(pv, “v)'

Soit (#|y) une forme bilinéaire symétrique sur V, non dégénérée et inva-
riante par W(R) (prop. 3). On a, d’aprés le lemme 2,

— 2(«[B)
7 , B) = .
) " B = Teley
On en déduit que
(8) n{a, 8) = 0 <= n(B, @) = 0 <=> (o]B) = 0
<=5, et sz sont permutables.
9) Si (ap) #0, ~ona MEx_(BB)

n{a, ) (“]“)
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2, Somme directe de systémes de racines

Soit V un espace vectoriel sur k, somme directe d’une famille (V;)1<i<r de
sous-espaces vectoriels. Identifions V* 4 la somme directe des V¥. Pour tout i,

soit R; un systéme de racines dans V;. Alors R = U R; estun systéme de racines
i
dans V dont le systéme inverse est RY = URY; la bijection canonique de R

1
sur RY prolonge, pour tout i, la bijection canonique de Ry sur Ry. On dit que
R est le systéme de racines somme directe des R;. Soit « € Ry, Sij # i, le noyau de «”
contient Vy, donc s, induit I'identité dans V;; d’autre part, kx < V;, donc s,

laisse stable V;. Ces remarques prouvent que W(R) s’identifie & || W(Ry).
L

On dit qu’'un systéme de racines R est irréductible si R # @ et si R n’est pas
omme directe de deux systémes de racines non vides.

PrOPOSITION 5. — Soit V un espace vectoriel sur k, somme directe de sous-espaces vectoriels
Vi, -.., V,. Soit R un systéme de racines dans V. Posons Ry = R a'Vy. Les trois
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) les V; sont stables par W(R);

(ii) ReViuVau . .- uVy;

(iii) pour tout i, Ry est un systéme de racines dans Vi, et R est somme directe
des R;.

(iii) =+ (i) : ceci résulte de ce qu’on a dit au début de ce numéro.

(1) == (ii) : supposons les V; stables par W(R). Soit « e R, et soit H le
noyau de «”. D’apreés la prop. 3 du chap. V, § 2, n® 2, chaque V; est somme
d’un sous-espace de H et d’un sous-espace de ka. Donc 'un des V; contient
ke, d’ot aeViuVau ... 0V,

(ii) =~ (iii) : si la condition (ii) est remplie, R; engendre V; pour tout ¢,
donc R; est un systéme de racines dans V; (prop. 4). Il est clair que R est la
somme directe des R;.

CoROLLAIRE. — Soit R un systéme de racines dans V. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) R est irrédductible;

(i) le W(R)-module V est simple;

(iii) le W(R)-module V est absolument simple.

(ii) <=~ (i) : cela résulte de la prop. 5 et du th. de Maschke (chap. V,
Annexe, prop. 2).

(iii) <= (ii) : cela résulte de la prop. 1 du chap. V, § 2, n° 1.

PrROPOSITION 6. — Tout systéme de racines R dans V est somme directe d’une famille
(Ri)ier de systémes de racines irréductibles, qui est bien déterminée & une bijection pres
sur Pensemble d’indices.
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L’existence des R; se démontre par récurrence sur Card R : si R est non

vide et non irréductible, R est somme directe de deux systémes de racines R’,
R” tels que Card R’ < Card R, Card R” < Card R, et I'on applique I’hypo-
thése de récurrence & R’ et R”. Pour prouver I'unicité, il suffit de prouver
que, si R est somme directe de R’ et R”, tout R; est nécessairement contenu
dans R’ ou dans R”. Soient V', V", Vi, V} les sous-espaces vectoriels de V
engendrés par R/, R”, R’ n Ry, R” n Ry. Puisque la somme V' 4 V” est directe,
la somme Vj -+ V7 est directe. On a R; <R’ u R”, donc R; est somme directe
des systémes de racines R’ nR; et R"nRy; Pou R'nR; =g ouR"nRy= g,
ce qui établit notre assertion.
On dit que les Ry sont les composants irréductibles de R. Quels que soient les
scalaires A; non nuls, la réunion des 3Ry est un systéme de racines dans V,
dont le systéme inverse est la réunion des A71RY, et dont le groupe de Weyl
est W(R).

ProrosiTion 7. — Soient R un systéme de racines dans V, (R;) la famille de ses
composants irréductibles, Vi le sous-espace vectoriel de V engendré par Ry, B la forme
bilinéaire symétrique définie dans la prop. 3, B' une forme bilinéaire symétrique sur V
invariante par W(R). Alors les Vy sont deux & deux orthogonaux pour B', et, pour
tout i, les restrictions de B et B' & 'V sont proportionnelles.

Si vy eVi, v5eVy, i #j, et si weW(Ry), on a

B'(vs, w(v5)) = B'(vs,09),

ce qui montre que w(v;) — v; est orthogonal & z; pour B’. Comme V;j est
irréductible pour W(Ry), il est engendré par les w(v;) — vy, et il est donc ortho-
gonal 4 V;,

Le fait que les restrictions de B et B’ & chacun des V; soient proportionnelles
résulte de la prop. 1 du chap. V, § 2, no 1.

Remarque. — Choisissons un produit scalaire sur Vg invariant par W(R).
Cela permet de parler de la longueur d’une racine et de V'angle de deux
racines. La prop. 7 montre que cet angle est indépendant du choix du
produit scalaire, et qu’il en est de méme du rapport des longueurs de deux

racines, pourvu que celles-ci appartiennent a la méme composante irréductible
de R.

3. Relations entre deux racines

Rappelons que on suppose désormais k = R. (Nous laissons au lecteur le
soin d’étendre définitions et résultats au cas général, par la méthode indiquée
dans la Remarque 2 du n° 1.)

Dans tout ce qui suit, R désigne un systéme de racines dans un espace vectoriel V ;
on munit V. d’un produit scalaire (x, y) —> (x|y) invariant par W(R), cf. prop. 3.
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Soient «, 8 € R. D’apres la formule (7) dun® 1, on a

(10) n(x, B)n(B, o) = 4cos? (,B) < 4.

L’entier n(«, B)n(B, «) ne peut donc prendre que les valeurs 0, 1, 2, 3, 4. Compte
tenu du chap. V, § 2, n° 5, cor. de la prop. 6, et de la note de bas de page du
chap. V, § 4, n° 8, on voit que les seules possibilités sont les suivantes, & I’échange
prés de « et B:

1) n(x, B) = n(B, ) = 0; 6,\(3) = %; su5p d’ordre 2;
2) n{x, B) =n(B, a) = 1; @) = —;i; [lel] == 1IBll; 5,58 d’ordre 3;
3) nlw ) =n@ ) =—1 (8= mm—wu sa85 d’ordre 3;
4) B =1, 2@ a=2; (x0 =-——; (1Bl = \/2joq]; 555 d’ordre 4;
5) n(aB) =—1,n, a) =—2; (% B) = —, 1181 = /2 [jo]]; .56 Cordre 4;
6) n(w,8) =1, n(B,a)=3 (28 = —~; [181) = /3 |lal]; ssg d’ordre 6;
7) n(e, B) = —1,n(8, o) = —3; (% B) = —, 1811 = V/3loll; sasg d’ordre 63
8) n(“a p) =n(ﬁ’ 0(.) = 2; ‘°‘=B,

9) n(“,ﬂ)=n(ﬁﬁa)='—2; “="‘B5

10) n(“’ B) =1, n

By o) =4; B = 2¢;
11) ”(“: B) = 1’ n(@: “) =

En particulier:

— 4, B = —2u

ProposrTioN 8. — (i) 87 deux racines sont proportionnelles, le facteur de proportionalité

ne peut ftre que + 1, + —;—, + 2.

(ii) Si «, B sont deux racines non proportionnelles, et si ||of] < [|8]], alors n(«, B)
prend Pune des valeurs 0, 1, — 1

Si une racine x € R est telle que —é— « &R, on dit que « est une racine indi-
visible,

TrforEME 1. — Soient o, B deux racines.
(1) S n(a,B) > 0, « — P est une racine sauf si « = P.
(i) 8¢ n{a, B) < 0, o <+ B est une racine sauf si « = — .
Si n(a, B) > 0, les possibilités, d’apres la liste ci-dessus, sont les suivantes :
1) n(e, B) = 1; alors a—p = sg(x) e R;
2) n(B,a) =1; alors B—a = 5,(B)eR, donc « —BekR;
3) B=ua '

Ceci prouve (i), et (ii) s’en déduit en changeant § en — 8.
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COROLLAIRE, — Sotent o et B deux racines.

(1) Si (¢|B) > 0, « — B est une racine sauf si o = f.

(i) 87 («|B) < 0, « + B est une racine sauf si o« = —B.

(i) 8 «a—BeRu {0} et « +B&Ru {0}, on a («B)=0.

Les assertions (i) et (ii) résultent du th. 1 et de la formule (7) du ne 1.
L’assertion (iii) résulte de (i) et (ii).
Il peut se faire que « + B e R, («|8) = O (cf. planche X, systéme Bs). Lorsque
a—pPB&RU{0} et « + BeRu {0}, on dit que les racines « et B sont forte-
ment orthogonales.

ProrosiTioN 9. — Sotent « et B deux racines non proportionnelles.

(1) L’ensemble 1 des entiers rationnels j tels que B + jo soit une racine est un inter-
valle (— ¢, p) de Z contenant 0.

(ii} Soit S Plensemble des B + ju pour jel. Alors

W8) =8 ot B+ pe) = B—gqu

(iii) On a p—q = —n(B, ).

11 est clair que O e 1. Soit p (resp. — ¢) le plus grand (resp. le plus petit)
élément de I. Si tous les entiers de [— ¢, p) n’appartiennent pas & I, il existe
deux entiers 7, s dans [— g, ) possédant les propriétés suivantes: s>r+1,
sel,rel,r + kel pour ! < % < 5s—r— 1. Avec les notations du cor. du
th. 1, on a («f + sa) < 0, («|B + ra) > 0, ce qui est absurde car

(| + s&) > («|B 4+ rax).
Ceci prouve (i).

On a 5,(8 + ju) = B — (B, a)a— ja = B + j'a avec j' = — j — (B, ).
Donc 5,(S) =S et par suite 5,(S) = S. En outre on voit que 'application
Jj > —j — n(B, «) est une bijection décroissante de I sur I. On en déduit que,
pour j = p, on a j' = — ¢, de sorte que — ¢ = — p— n(B, «). Ceci prouve
(ii) et (iii).

On dit que S est la a-chaine de racines définie par 8, que 8 — gu est Lorigine de la
chaine et B + pu son extrémité, et que p + g est sa longueur,

COROLLAIRE. — Soient S une a-chaine de racines, y Uorigine de S. La longueur de S
est — n(~, o) ; elle est égale ¢ 0, 1, 2 ou 3.

La premiére assertion résulte de la prop. 9, (iii), appliquée & B = v,
compte tenu de ce que p = 0.

D’autre part, comme v n’est pas proportionnelle & «, la liste donnée au
début de ce n® montre que |2(y,«)| < 3, d’oit le corollaire.

Remarque. — Gardons les notations du corollaire ci-dessus. Alors:
1) Sila longueur de S est 0, on a (afy) = 0.
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2) Si la longueur de S est 1, on a n(y, o) = — I, d’ott trois cas:
na,y) =—1, (ao) = (v]v), (alv) = —% (a]o), (@ 7) = %n
woy) =—2 @) =207, @Y =— > @), @)=
n(a, ¥) = —3, (ala) =3(vlv), («ly) = —% (W), (% ¥) = §61=

[~}

-3 3 o
I I I
T\3 T\ 4 2n 6
3 2 3
Y+ o Y Y+ & Y y+ o

3) Si la longueur de S est 2, on a z(y, «) = — 2, d’olt
1 = 3
nlo ) =—1 (da) =5 (), @) =—() (@v) =T
o -1
LA AN
414
Y y+ea v+ 2«
4) Si la longueur de S est 3, on a n(y, o) = — 3, d’oix
1 3 —~ _ 5
nle, v) =—1, (o) =—=(v]v), (ay) =—F(da), (o) = .
3 2 6
&/ 5\
Y Y+o y+2a y+ 3«

Nous verrons (planche X, syst¢émes A, Bg, G2) que tous ces cas peuvent
effectivement se présenter.

ProrosiTioN 10. — Soient o, § deux racines non proportionnelles telles que P-+a soit
une racine. Sotent p, q les entiers de la prop. 9. On a

B+apt+a)_g+1
(8]8) b

Soient S la «-chaine définie par 8, v son origine; sa longueur / est > 1
puisque 8 -+ « est une racine. On peut avoir les cas suivants:

i=1l;alorsB=1v,¢=0,p=1, B+« + o) = (BB).

9) [=2 B=-r; alors g=0, p=2, <B+alﬁ+a)=%(@lﬁ)-

3) =2, B=vy 4 a; alors g=1, p=1, (B + o + «) = 2(8|B).
1

)

4) =3, B=y; alors ¢=0, p=3, (B+“IB+¢)=§(B]B)-
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5 1=3, p=vy+a; alors g=1, p=2, B+ alf + «) = (BIB).
6) =3, B=+v+2a; alors ¢=2, p=1, B+ «B + «) = 3(B|B).

Dans tous les cas, la formule a établir est vérifiée.

ProrosttioN 11. — Supposons R irréductible. Soient o et B deux racines telles
que ||| = ||Bl|. Il existe ge W(R) tel que g(a) = P.

Les transformés de « par W(R) engendrent V (n° 2, cor. de la prop. 5).
11 existe donc g € W(R) tel que (g(«)|8) # 0. On peut ainsi supposer désormais
que («[B) # 0. D’aprés la formule (9) du n° 1, n(e, B) = n(B, «). Remplacant
éventuellement f par sg(@) = — @, on peut supposer n(e, 8) > 0. Alors,
d’aprés la liste du début du n® 3, ou bien « = § (auquel cas la proposition est
évidente}, ou bien n{x, B) = n(B, ) = 1; dans ce cas

(Sasgsa) (B) = Susp(B — @) = sy(—B—a+B) = a

4, Systémes de racines réduits

On dit qu’un systéme de racines est réduit si toute racine du systéme est indi-
visible (n° 3).

ProposiTioN 12, — Supposons R irréductible et réduit.

(i) Le rapport E—Sl% pour o e R, BeR ne peut prendre que les valeurs 1, 2, %,
1
T

(i) L’ensemble des (a|o) pour o € R a au plus deux éléments.

Comme R est irréductible, les transformés d’une racine par W(R)
engendrent V (n° 2, cor. de la prop. 5). Quelles que soient les racines «, 8,
il existe donc une racine B’ telle que («|B’) # 0 et (B'|8') = (B|B). D’aprés.

la formule (9) du n° 1 et la liste du ne 3, (?/]B;) prend l'une des valeurs 1, 2,
2450

—é—, 3, —;,— (rappelons que le systéme est supposé réduit). En multipliant (x|y)
par un scalaire convenable, on peut supposer que (x|«) = 1 pour certaines
racines et que les autres valeurs possibles de (B|B) pour BeR sont 2 et 3.

Les valeurs 2 et 3 ne peuvent étre atteintes toutes les deux, car il existerait

3

BeR, yeR tels que ig[gi = —3—, contrairement & ce qu’on a vu plus haut.
Prorosition 13. — Supposons R irréductible, non réduit et de rang > 2.

(i) L’ensemble Ro des racines indivisibles est un systeme de racines dans V' ce
systéme est irréductible et réduit; on a W(Ro) = W(R).

(i) Soit A Pensemble des racines o pour lesquelles (x|a) prend la plus petite valeur \.
Alors deux éléments non proportionnels de A sont orthogonaux.
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(iii) Soit B Pensemble des B € R tels que (B|B) = 27. Ona B # @, Ro = AuB,
R=AuBu?2A,

SixeR —Ry, on a—é-oceR,mais-;— (—é—oc) ¢ R (prop. 8), donc%aeRo.

Ceci prouve que Rg vérifie (SR;). Il est clair que, pour tout «eR, on a
S¢,av(Ro) = Ro, donc Rg vérifie (SRy) et (SRyy). Comme aeR —Ro

implique % xeRo et que s, = 542, on a W(R) = W(Ryp). Donc Rg est irré-

ductible (cor. de la prop. 5), et est évidemment réduit.

Comme R est non réduit, il existe « € Rp tel que 20 € R. Comme Ro est
irréductible et que dim V > 2, il n’est pas possible que « soit proportionnel ou
orthogonal a toute racine. Soit 8 € Ry tel que n(f, «) # 0 et que 8 soit non
proportionnel & «. En changeant B en — f, on peut supposer z(8, a) > 0.

On a -é—n(ﬁ, «) = n(B, 2«) e Z, donc n(B, «) € 2Z. D’apres la liste du n° 3,
on a n(B,a) = 2, (B|B) = 2(a|a). Comme Ry est réduit, la prop. 12 montre
que, pour tout yeRo, on a (y]y) = (¢|«) ou (y|y) = 2(«|a). Et ce qui pré-

cede montre que, pour tout v & R — Ry, le vecteur -1— v est un élément de Ry

tel que (%y% y) = (alo). Ainsi, A = («Ju), B # @, Ro=AuB, et

RcAuBu?2A; d’autre part, si yeA, il existe ge W(R) tel que y = g(«)
(prop. 11), d’od 2y = g(2x) e R; donc 2AcR et R = AuBu2A. Enfin,
soient vy, vy’ deux éléments non proportionnels de A. On a

n(2v, ¥') = 2n(y, ¥') = 4n(y, 2y) €4Z, et |n(y,¥)| <1
puisque y et ¥’ ont méme longueur, d’ou 2(y, y') = 0 et (y|y') = 0.
ProrosiTiON 14. — Supposons que R soit irréductible et rédust, et que (o|a) prenne les
valeurs et 2\ pour « e R. Soit A Pensemble des racines o telles que (a|o) = X On
suppose que deux éléments de A non proportionnels sont orthogonaux. Alors Ry = R u 2A
est un systéme de racines irréductible non réduit et R est Pensemble des racines indivi-

sibles de R;.
Il est clair que R; vérifie (SR;) et (SRy;). Soient «, § e R et montrons que

(e, B> eZ. Cest évident si «, feR. Comme (20)Y = %av pour «eA,
c’est encore immeédiat si o, € 2A. Enfin, supposons B e R et « = 2y avec y e A,
)Siy=£8 ona B =+L & =tl

2) Si vy est non proportionnel & B et si § e A, Phypothése faite sur A entraine
que {y", B> =0, d’ou <«",8) = 0.
3) Si eR — A, on a (B|B) = 2x = 2(y]y), donc (B, ¥~ est égal soit

4 0, soit & 2, soit & —2 d’aprés la liste du n° 3. Donc (B, «¥)> = -é— B, y">el
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Ainsi, Ry est un systéme de racines dans V, et les autres assertions sont
évidentes.

5. Chambres et bases d’un systéme de racines

Pour tout x e R, soit L, ’hyperplan de V formé des points invariants par s,.
Les chambres déterminées dans V par I'ensemble des L, (chap. V, § 1, n° 3)
s'appellent les chambres de R. La bijection V — V* définie par le produ1t

V
scalaire (x| y) transforme « en %l pour «e R, donc L, en L,v, donc les

chambres de R en celles de RY. Si C est une chambre de R, nous noterons C¥
la chambre correspondante de RY. D’aprés la prop. 7 du no 2, C¥ dépend
uniquement de C, et non du choix de (x] ).

TaEoREME 2. - (i) Le groupe W(R) opére de fagon simplement transitive sur
lensemble des chambres.

(i) Soit C une chambre. Alors C est un domaine fondamental pour W(R).

(iii) G est un cone simplicial ouvert (chap. V, § 1, n° 6).

(iv) Sotent Ly, La, ..., Ly les murs de C. Pour tout i, il existe une racine indi-
visible oy et une seule telle que Ly = L, et telle que oy soit du méme cbté de Ly que C.

(v) Lensemble B(C) = {a1, ..., oc;} est une base de V.

(vi) G est lensemble des x € V tels que (o', x> > 0 pour tout i (ou, ce qui revient
au méme, Pensemble des xeV tels que (¥|as) > O pour tout 7).

(vii) Soit S ensemble des s,,. Le couple (W(R), S) est un systéme de Coxeter
(chap. IV, § 1, no 3).

Les assertions (i) et (vii) résultent du chap. V, § 3, n° 2, th. 1. L’assertion
(ii) résulte du chap. V, § 3, n° 3, th. 2. L’assertion (iv) est évidente. La racine «;
est orthogonale a L;, et o) s’identifie & 20/ (e ots). Comme W(R) est essentiel
(n° 1, Remarque 3), les assertions (iii), (v), (vi) résultent du chap.V, § 3,
no 9, prop. 7.

Remarques. — 1) L’assertion (vii) montre en particulier que W(R) est engendré
par les réflexions s,

2) Six,yeC, ona (x]y) < 0 (chap. V, § 3, n° 5, lemme 6), autrement
dit P’angle (x/,\y) est aigu.

3) Soit m(«, ) 'ordre de s,s4 («, B € B(C)). La matrice (m(«, 8)) s’identifie
a la matrice de Coxeter (chap. IV, § 1, n° 9) de (W, S). Si « # B, la prop. 3 du

chap. V, § 3, n° 4, montre que 'angle @\B) est égal a m — ; en parti-

T
m(a, B)
culier, cet angle est obtus ou droit, et 'on a («|B) < 0. En utilisant la liste du
n° 3, on voit que m(a, P) est égal a 2, 3, 4 ou 6.

DErintTION 2. — Une partie B de R est appeléé une base de R 5’1l existe une chambre C
de R telle que B = B(C). Si C est une chambre, on dit que B(C) est la base de R
définie par C.
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Remarques. — 4) L’assertion (vi) du th, 2 montre que Papplication
G+ B(Q) est une bijection de ensemble des chambres sur ’ensemble des
bases. Par suite, W(R) opére de maniére simplement transitive sur ’ensemble
des bases.

5) Soit G une chambre de R, et soit B la base correspondante. Si « @ B,
posons ¢(a) = « si 20 &R et ¢(a) = é o si 20 e R. Alors ¢(B) est la base de
RY définie par CV; cela résulte du fait que les murs de C sont les L,v, pour
«xe B,

DEFINtTION 3. — Soit B une base de R. On appelle matrice de Cartan de R (relativement
a B) la matrice (n(a,B))s gen

On a n(«, «) = 2 pour tout e eB. Pour «, feB, on a

n(e, 8) =2 (2B gl m
- B =208 = 2 18l “ )

ou m(x, B) désigne comme précédemment Pordre de s,58. Si « # B, on a
n(x, ) =0, —1, — 2 ou — 3 (cf. n° 3).

Remarques. — 6) On ne confondra pas la matrice de Cartan (n(«, 8)) et la
matrice de Coxeter (m(«, B)). Noter d’ailleurs que la matrice de Cartan n’est
pas nécessairement symétrique.

7) Indexations canoniques. Si B et B’ sont deux bases de R, il existe un unique
élément we W tel que w(B) = B’. On a

n(w(a), w®) =n(x, ) et mw(«), w(B)) = m(xp)

pour «, B eB. Par suite, les matrices de Cartan et de Coxeter associées 2 B
se déduisent de celles associées &4 B’ par composition avec la bijection

o — w(a)
de B sur B’

On peut d’ailleurs définir des matrices de Cartan et de Coxeter canoniques
de la maniére suivante. Soit X I’ensemble des couples (B, «), ou B est une base
de R et ot « € B. Le groupe W opére de maniére évidente sur X et une orbite
de W dans X rencontre chacun des ensembles {B} X B en un point et un seul.
Si I est ’ensemble de ces orbites, chaque base B admet donc une indexation
canonique (%;)ie1. De plus, il existe une matrice N = (ng) (resp. M = (my;)) et
une seule, de type I X I, telle que pour toute base B, la matrice de Cartan
(resp. de Coxeter) associée & B se déduise de N (resp. M) par composition avec
P’indexation canonique de B; on 'appelle la matrice de Cartan (resp. de Coxeter)
canonique de R,

ProposiTiON 15. — Sotent B une base de R et o une racine indivisible. Il existe 3 « B
et we W(R) tels que o = w(B).
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Soit G la chambre telle que B = B(C). L’hyperplan L, est mur d’une
chambre C' de R, et il existe un élément de W(R) qui transforme C’ en C,
On est donc ramené au cas ot L, est mur de C. Alors « est proportionnel & un
élément 8 de B. Comme « et 8 sont indivisibles, on a « = + B. 8i « = — §,
on a « = sg(B), d’olt la proposition.

COROLLAIRE. — Soient Ry et Rg deux systémes de racines réduits dans des espaces vecto-
riels V1 et Vo, et soient By et By des bases de Ry et Ro. Soit f : By~ Bg une bijection
qui transforme la matrice de Cartan de Ry en celle de Ry, Il existe alors un isomorphisme
F: Vi— Vy gui transforme Ry en Ro et « en f(o) pour tout v e By.

Soit F l'isomorphisme de Vi sur Va qui transforme o en f(«) pour tout
o e By. Alors F transforme s, en sy, donc W(R;) en W(R3) (th. 2), donc R;
en Ry (prop. 15).

ProposiTiON 16, — Soient B une base de R, et G le sous-groupe de A(R) formé des .
éléments laissant stable B, Alors W(R) est un sous-groupe distingué de A(R) et A(R)
est produit semi-direct de G et W(R).

SiaeR ette A(R), on a ts,t~1 = s4,; comme W(R) est engendré par les
§q, on voit que W(R) est un sous-groupe distingué de A(R). Par transport de
structure, A(R) transforme une base de R en une base de R. Comme W(R)
opére de fagon simplement transitive sur ’ensemble des bases, tout élément de
A(R) §’écrit de maniére unique sous la forme gi1g2, ott g1e W(R) et g2 G.

Remarques. —— 8) Soient Ry,..., Rp dessystémes de racines dans les espaces
vectoriels V1,...,Vp, R la somme directe des Ry dans V =[] V;, C; une

chambre de Ry, B; = B(Cy). Il est immédiat que C = I_I C; est lune chambre
de R et que B(C) = (J B;. Il résulte du th. 2 que les hambres et les bases

12
de R sont toutes obtenues par ce procédé.

6. Racines positives

Soit C une chambre de R, et soit B(C) = {«1,...,%;} la base de R corres-
pondante. On appelle relation d’ordre définie par C dans V (resp. V*) la relation
d’ordre compatible avec la structure d’espace vectoriel de V (resp. V*) pour
laquelle les éléments > O sont les combinaisons linéaires des «; (resp. des «f)
a coefficients > 0. On dira qu’un élément positif pour 'une de ces relations
d’ordre est posityf pour C, ou positif pour la base B(C). Ces relations d’ordre sont
aussi définies par G, comme on le voit en identifiant V & V* 4 Paide d’un
produit scalaire invariant par W(R). Compte tenu du th. 2, n® 5, un élément
de V* est > O si et seulement si ses valeurs sur G sont > 0. Un élément x de
V est > 0si et seulement si ses valeurs sur C¥ sont > 0, ou, ce qui revient au
méme, si (x|) > 0 pour tout yeC.
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Z Les éléments de C sont > 0 pour C d’aprés le lemme 6 du chap. V, § 3,

n° 5, Mais ’ensemble des éléments > 0 pour C est en général distinct de G
(cf. planche X, systémes Az, Ba, Gg).

TuEOREME 3. — Toute racine est combinaison linéaire d coefficients entiers de méme signe
d’éléments de B(C). En particulier, toute racine est, soit positive, soit négative, pour C.

Si 2R, le noyau L, de « ne rencontre pas CY, donc « est, soit > 0
sur CV tout entier, soit < 0 sur C¥ tout entier, d’oll la deuxiéme assertion. Ii
reste & prouver que « est contenu dans le sous-groupe P de V engendré par B(C);
on peut supposer « indivisible. Or le groupe P est évidemment stable par les
sy, pour y e B(C), donc aussi par W(R) d’aprés le th. 2. Comme « est de la
forme w(B), avec we W(R) et BeB(C) (cf. prop. 15), on a bien aeP.
C.Q.F.D.

On notera R, (C) I’ensemble des racines positives pour C. Ainsi,
R =R, (C) v (—R.(C)
est une partition de R.

COROLLAIRE. — Sotent v une combinaison lindaire de racines & coefficients entiers,
et o une racine indivisible. Si v est proportionnelle & o, alors v & Za.

D’aprés la prop. 15 du n° 5, on peut choisir C de telle sorte que « e B(C).
D’aprés le th. 3, on a:

y= 2 ngB, avec ngeZ.
BEB(C)
Si v est proportionnel & «, on a donc y = n,x, ce qui démontre le corollaire.

Soit maintenant S I’ensemble des réflexions s, pour « e B(C) et soit T la
réunion des conjugués de S dans W. Pour aeB(C) et we W, I'élément
t = ws,w=1 de T est la réflexion orthogonale sg associée a la racine § = w(a);
réciproquement, pour toute racine indivisible B, il existe un élément we W
tel que « = w=1(8) € B(C) (prop. 15) et on a sg = ws,w~LeT. Il en résulte
que ’on obtient une bijection ¢ de ensemble des racines indivisibles sur
{£1} x T en associant a une racine indivisible 8 le couple (e, sg), ot e = +1
si B est positive et ¢ = — 1 si B est négative.

D’autre part, (W, S) est un systeme de Coxeter (th. 2) et on peut lui appli-
quer les résultats du chap. IV, § 1, n° 4. Nous avons vu que, si w est un élé-
ment de W de longueur (par rapport a S) égale & ¢, il existe une partie Ty
de T, & ¢ ¢léments, telle que, si w = s; ... 5 avec 5z S et si Pon pose

b= 8y o0 S4_15454-1 v 0« 5y

(pour 1 € ¢ < ¢), alors Ty = {t1, ..., #4}. Rappelons que 'on a également
défini au n°® 4 du § 1 du chap. IV un nombre »n(w, ¢) (pour we W et teT)
égal a + 1 siteTy et & — 1 siteTy. Enfin, rappelons que, si 'on définit
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I'application Uy de Pensemble {+ 1} X T dans lui-méme par la formule
Uw(s, t) = (en(w™, 1), wiw™1),

Tapplication w —— U, est un homomorphisme de W dans le groupe des permuta-
tions de Pensemble {+1} X T (chap. IV, § 1, n° 4, lemme 1).

ProPosITION 17. -— Supposons R réduit et soient we W et a e R,

(i) On a $(w(w) = Un(b(a)).

(ii) Supposons o positive. La racine w(o) est négative si et seulement si

")(w_ls .S'a) =—1,
autrement dit st sy e Ty
(i) On a n(w, s,) = — 1 si et seulement st les chambres C et w(C) sont de part
et d’autre de I hyperplan L,. Autrement dit, ensemble Ty se compose des réflexions par
rapport aux murs séparant G et w(C).
Soit § e B(C) et posons s = s3. On a évidemment Ts = {s} et par suite:

(e, sts—1) sit s

(12) Us(e,t) = (—e,9) sit=s.
D’autre part, soit p = 3, ny(p)y une racine positive. Posons
TEBO)
sie) = X myls(e))v.
TeB(C)

Sip # B, il existe un élément yeB(C) avec y # B, tel que n,(p) > 0, et
I'on a ny(s(p)) =ny(p) > 0 (n° 1, formule (5)). Par suite s(p) est positive. On
en déduit aussitdt que:

_( (e, 555571) sip #8B
(13) Yolee)) =) 20 GO E

La comparaison de (12) et de (13) montre alors que Ug(d(y)) = $(s(v))
pour toute racine vy et tout seS. Comme S engendre W, on en déduit (i).
D’autre part, dire que w(«) est négative équivaut a dire que

Y(w(a)) = (—1, wsw™1),

ou encore d’aprés (i), que Uwp(P(«)) = (— 1, wsyo~1). Si de plus « est posi-
tive, on a ¢(a) = (+1,5,) et Up(d(a)) = (n{w1,s,), wsaw=1), d’obt (ii).
Enfin, on a, d’aprés (ii), n(w, 5s,) = — 1 si et seulement si les racines «
et w™1(«) sont I'une positive et 'autre négative. Ceci équivaut a dire que
(%) . (w=(x)]|x) = («|x).(«x|w(x)) < O pour tout xeC, d’ou la premiére
assertion de (iii). La seconde assertion de (iii) en résulte immédiatement.

CoroLLAIRE 1. — Soient B e B(C). La réflexion sg permute entre elles les racines
positives non proportionnelles & B.
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On se raméne aussitét au cas ot R est réduit. Dans ce cas, notre assertion
résulte de (ii) et du fait que Ty, = {sg}.

COROLLAIRE 2, — Supposons R réduit. Soit w e« W, soit q la longueur de w par rapport
4 S (chap.IV,§1,n0l), ef soit w = s5,... s¢q une décomposition réduite de w. Soient
Oy - .y Olg les éléments de B(C) correspondant é sy,. . ., $q4. Posons:

0; = sgSg1 + v+ St1(0te), i=1, ..., q

Les racines 0y sont > 0, deux & deux distinctes, on a w(0;) < 0, et toute racine « >0
telle que w(o) < O est égale & l'une des 6.
Soit X I’ensemble des racines o >0 telles que w(«) <0. D’apreés (ii), on a

Card (X) = Card (Tyt) = I(w-1) = () =
D’autre part, si aeX, il est clair qu’il existe i e (1, ¢] tel que
Sit1 v . Sqla) > 0 et §i5141 « .- Sglo) < O,

D’apres le cor. 1, cela entraine s;11 . .. s4(a) == oy, d’o0 « = 6;. L’ensemble X
est donc contenu dans ’ensemble des 6;. Puisque Card (X) = g, ceci n’est
possible que si X est égal & Pensemble des 6;, et si ceux-ci sont deux & deux
distincts. D’on le corollaire.

COROLLAIRE 3. — Supposons R réduit. Il existe dans W un unique élément w, de
plus grande longueur. Sa longueur est égale au nombre des racines positives et wy, transforme

la chambre C en — C. On a w} = 1 et l{ww,) = l(w,) — I(w) pour tout weW.
Il est clair que — C est une chambre. II existe donc un unique élément w,
de W qui transforme C en — C. On a alors wy(«) < O pour toute racine posi-

tive « et les deux premieres assertions du cor. 3 sont des conséquences

immeédiates du cor. 2. On a w2(C) = C, d’od w? = 1. Enfin, si we W, la

longueur [(w) (resp. {{ww,)) est égale, d’aprés la prop. 17 (iii), au nombre
de murs séparant C et w(C) (resp. wwy(C) = — w(C)). Comme w(C)
et — w(C) sont de part et d’autre de n’importe quel mur, la somme
{(w) 4 l(ww,) est égale au nombre total de murs, c’est-a-dire & [(w,).

ProrosiTiON 18. — Soit x e V. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

i) xeC.

(ii) x 2= su(x) pour tout « e B(C) (au sens de la relation d’ordre définie
par Q).

(iii) x 2 w(x) pour tout we W,

Comme s,(x) = x — {x, «”>x et que C est ’ensemble des éléments xre 'V
tels que <{x, > 2 0 pour tout « € B(C), ’équivalence de (i) et (ii) est évidente.
D’autre part, il est clair que (iii) =~ (ii). Montrons que (i) = (iii). Soit
x e C, et soit w e W, Raisonnons par récurrence sur la longueur [(w) de w.
Le cas {(w) = 0 est trivial. Si [{(w) > 1, on peut écrire w sous la forme w = w'sy,
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avec «eB(C) et [(w') = {(w) — 1. On a alors
¥ —w(x) = v —w'(x) + w'(x —s4(x)).

L’hypothése de récurrence montre que x — »'(x) est positif. D’autre part,
on a
w' (x — 54(%)) = w(s,(x) —x) = — {x, «Dw(a).
Or s, & Ty, et la prop. 17, (ii) montre que w(«) < 0. D’ol le résultat.

COROLLAIRE. — Pour que x € G, il faut et il suffit que x > w(x) pour tout we W
tel que w # 1.

ProrositioN 19. — Soit (By)1<i<n une suite de racines positives pour la chambre G
telle que B1 + Ba + +-+ + By soit une racine. Il existe alors une permutation = e Sy

telle que, pour tout ie {1, 2, ..., n}, Brqy -+ Brzy + -+ + Brwp S0t une racine.
Raisonnons par récurrence sur n, la proposition étant évidente pour

n < 2. Posons B=28;+ .-+ +84. On a i (BB:) = (BIB) > 0, donc il

existe un indice £ tel que (B|Bx) > 0. Si 8 = By, on a n = 1 puisque B; > 0
pour tout . Sinon, B — By est une racine (n° 3, cor. du th. 1); il suffit alors

d’appliquer I’hypothése de récurrence a B —Pgp = X Bi.
T

CoroLLARE 1. — Soit e R (C). Pour que a & B(C), il faut et il suffit que o
soit somme de deux racines positives.
Si o est somme de deux racines positives, le th. 3 montre que « ¢ B(Q). Si

n

« ¢ B(C), le th. 3 montre que « = 3, By avec By e B(C) pour tout ket n > 2.

k=1 n—1

En permutant les Bz, on peut supposer que Y, By est une racine (prop. 19),
n—1 k=1

donc « est somme des racines positives Y, Bz et 8.

k=1
CoOROLLAIRE 2. — Soit ¢ une application de R dans un groupe commutatif T' possédant
les propriétés suivantes :

1) o(—a) = —o(x) pour aeR;

2) si aeR, BeR sont tels que o + PeR, on a o(a + B) = ¢(a) + ¢(B).
Soit Q le sous-groupe de V engendré par R. Alors ¢ se prolonge en un homomorphisme de
Q dans T,

Soit B une base de R. Soit ¢ Punique homomorphisme de Q dans I' qui
coincide avec o sur B. Il suffit de montrer que ¢(x) = ¢(«) quand o est une
racine positive pour B. On a « = 81 4 .-+ -+ P avec B;eB pour tout i,
et 81 4+ -+ + Bre R pour tout 4 (prop. 19). Montrons que (a) = ¢(«) par
récurrence sur m. C’est évident si m = 1. L’hypothese de récurrence donne

‘-I-’(Bl + e+ Bm_l) = ‘P(@l + o+ Bm—l):

et on a ¢(Bm) = ¢(Bm), d’olt Y(a) = ¢@(a), ce qui démontre le corollaire.
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Pour toute racine « = Y ngB de R, notons Y(«) Pensemble des § « B(C)
€B(C)
tels que ng # 0. Observons d’autre part que B(C) s’identifie & ’ensemble des

sommets du graphe du systtme de Coxeter formé par W(R) et les s,
(cf. chap. IV, § 1, n° 9 et chap. V, § 3, n° 2).

CoROLLAIRE 3. — a) Soit aeR. Alors Y(o) est une partie connexe de B(C)
(chap. IV, Annexe).
b) Soit Y une partie connexe non vide de B(C). Alors Y, B appartient a R.
fey

Pour prouver a), on peut supposer o positive. Raisonnons par récurrence
sur Card (Y(«)), 'assertion étant triviale si Card (Y (a))=1.D’aprés la prop. 19,
il existe B € B(C) tel que « — B e R. Soit p le plus grand entier > O tel que
y=a—pBeR. Comme y —BeR ety + p8eR, on a (y|B)#0 (prop. 9);
B est donc liée & au moins un élément de Y(v). Mais Y(a) = Y(y) u {B}, et
Y(y) est connexe d’aprés ’hypothése de récurrence. Donc Y («) est connexe, ce
qui prouve a).

Soit maintenant Y une partie connexe non vide de B(C) et montrons par

récurrence sur Card (Y) que X B est une racine. Le cas ot Card (Y)<1
€Y

8
est trivial. Supposons que Card (Y) >2. Comme X est une forét (chap.V,
§ 4, n° 8, prop. 8), Y est un arbre et posséde un sommet terminal 8 (chap. IV,
Annexe). L’ensemble Y — {8} est connexe, et un de ses éléments est lié a .

Vu Phypothése de récurrence, on a « = Y veR, et comme («|B) < 0,
on a bien « 4+ BeR (th. I). reT=igl C.Q.F.D.

7. Ensembles clos de racines

DEFINITION 4. — Soit P un sous-ensemble de R.

(1) On dit que P est clos si les conditions o e P, Be P, « + Be R impliquent
«+pBeP.

(i1) On dit que P est parabolique si P est clos et si Pu (— P) = R,

(iii) On dit que P est symétriqgue si P = — P.

Lemme 3. — Soient C une chambre de R et P un sous-ensemble clos de R contenant R ,(C)
(notation du n° 6). Soient T = B(C) n (—P), et Q Pensemble des racines combi-
naisons lindaires & coefficients entiers < O des éléments de Z. Alors P=R (C)u Q.

Il s’agit de montrer que Pn (—R,(C)) = Q. Soit —aeQ . Alors «
est somme de n éléments de Z. Montrons que — o« e P, par récurrence sur z.
C’est évident si n = 1. Si n > 1, on peut écrire, d’aprés la prop. 19 du n° 6,
x =B + yavec ye X et 8 somme de n — 1 éléments de 2. D’apres Phypothése
de récurrence, on a — B e P; comme — ye P et que P est clos,ona —aeP.
Donc Q ¢ P n (— R (C)). Réciproquement, soit — ae P n (— R_(C)}). Alors
« est somme de p éléments de B(C). Montrons que — a« € Q, par récurrence
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sur p. Cest évident si p = 1. Si p > 1, on peut écrire, d’aprés la prop. 19,
=0+ y avec yeB(C) et B racine somme de p — 1 éléments de B(C).
Comme — vy = + (—a) et que P est clos, on a — yeP, donc vyeX.
D’autre part, — 8 = vy + (— «) donc — B e P parce que P est clos. D’aprés

Ihypothése de récurrence, on a — e Q, donc —a = — B — ye@Q. Donc
Pn(—R,(C)ecQ.

ProposITION 20. — Soit P un sous-ensemble de R. Les conditions suivantes sont équi-
valentes : ‘

(i) P est parabolique;

(ii) P est clos et il existe une chambre C de R telle que P> R . (C);

(iii) 4l existe une chambre C de R et une partie T de B(C) telle que P soit la réunion
de R (C) et de Pensemble Q des racines combinaisons linéaires & coefficients entiers
< O des éléments de Z.

(ii) ==~ (ill) : ceci résulte du lemme 3.

(iii) =~ (i) : adoptons les hypothéses et les notations de (iii). Il est clair
que Pu(—P) = R. Soient «, feP tels que o« + BeR, et montrons que
x 4+ BeP. Clest évident si la racine « + P est positive. Supposons « + B

négative. On a donc « + B = Y n,y, avec n, < 0. Mais le coefficient de
YEB(C)
tout élément y de B(C) — X dans « ou @ est > 0; on a donc n, =0 si

vyeB(C) —~2, dot « +BeQcP.

(i) == (ii) : supposons P parabolique. Soit C une chambre telle que
Card (P n R, (C)) soit le plus grand possible. Soit « €« B(C) et supposons que
« ¢ P, donc que — a e P. Pour tout § € P n R (C), B est non proportionnel a «
(car I’hypothése B = 2o entrainerait « = 2a + (— ) & P puisque P est clos).
Donc 5,(8) e R, (C) (n° 6, cor. 1 de la prop. 17). Si on pose C' =s,(C), on a
donc B =+s,(5,(B)) € 5.(R.(C)) =R (C'). Ainsi, PnR,(C)cPn R (C'). Par
ailleurs, — a = s5,(a) € 5,(R,(C)) = R,(C'), donc —aePnR_(C'), donc
Card (PnR,(C")) > Card (PnR,(C)). Ceci est absurde, donc «eP. Donc
B(C) c P, et par suite R (C) c P d’apres la prop. 19 et le fait que P est clos.

COROLLAIRE 1, — Soit P un sous-ensemble de R. Les conditions suivanies sont équiva-
lentes :

(i) @l existe une chambre C telle que P = R (C);

(ii) P est clos, et {P, — P} est une partition de R.

La chambre G telle que P = R (C) est alors unique.

(1) = (ii) : ceci résulte du th. 3 (n°® 6).

(ii) == (i) : ceci résulte de limplication (i) ==~ (ii) de la prop. 20.
Si P = R,{Q), C est Pensemble des x* & V* tels que <x*, x> > 0 pour tout
xeP, d’olt Vunicité de C.

CoROLLAIRE 2. — Supposons V muni d’une structure d’espace vectoriel ordonné telle
que, pour cette structure, toute racine de R soit positive ou négative. Soit P Pensemble
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des racines positives pour cette structure. Alors il existe une chambre G de R et une seule
telle que P = R (C).

En effet, P vérifie la condition (ii) du cor. 1.
Ce corollaire s’applique en particulier lorsque 'ordre considéré est total, la
condition sur R étant alors automatiquement remplie. Rappelons qu’on obtient
par exemple un tel ordre en choisissant une base (¢;)1<i<» dans V et en prenant

sur V Pordre lexicographique, ol x = 3, e, est > 0 si tous les &; sont 0, ou si

;> 0 pour le plus petit indice ¢ tel qltle & # 0.

COROLLAIRE 3. — Pour qu’'une partie B de R soit une base de R, il faut et il suffit
que les conditions sutvantes soient remplies

(1) les éléments de B sont linéairement indépendants ;

(i) foute racine de R est combinaison lindaire d’éléments de B & coefficients tous
positifs ou tous négatifs;

(iii) toute racine de B est indivisible.

On sait déja que les conditions sont nécessaires (n° 5, th. 2, et n° 6, th. 3).
Supposons les conditions (i), (ii), (iii) vérifiées. Soit P ’ensemble des racines qui
sont combinaisons linéaires a4 coefficients > 0 des éléments de B. Puisque P
vérifie la condition (ii) du cor. 1, il existe une chambre G telle que P = R (C);
soit B’ = B(C), et solent X et X’ les cones convexes engendrés par B et B'.
On a

BcPcX et B cPcX/,

ce qui montre que X et X’ sont tous deux engendrés par P, donc coincident.
Mais les demi-droites engendrées par les éléments de B (resp. de B’) sont les
génératrices extrémales de X (resp. de X'); comme une telle demi-droite ne
contient qu’une seule racine indivisible, on a donc B = B'.

COROLLAIRE 4. — Soi¢nt B une base de R, B’ une partie de B, V' l¢ sous-espace vectoriel
de V engendré par B', et R’ = R n V', Alors B’ est une base du systéme de racines R'.
Ceci résulte aussitdt du cor. 3, et du cor. de la prop. 4.

On dit que R’ est le systéme de racines engendré par B'.

COROLLAIRE 3. — Suient B une base de R, Ay, Ag, ..., A, des parties de B deux
a deux orthogonales, et A = AjuAgu -+ UA,. Alors toute racine o qui est
combinaison lindaire d’éléments de A est déja combinaison linéaire des éléments d’un
des Aq. En particulier, si R est irréductible, il n’existe pas de partition de B(C) en deux
ensembles orthogonaux.

Soient Eq, ..., E;, E les sous-espaces vectoriels de V engendrés respecti-
vements par Aj, ..., Ar, A, Grace au cor. 4, on peut supposer que E =V,
Alors, d’aprés le th. 2 (vii) du n° 5, les E; sont stables par W(R), donc R est
réunion des R n E; (n® 2, prop. 5).
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COROLLAIRE 6. — Adoptons les hypothéses et les notations de la prop. 20. Soit Vi
le sous-espace vectoriel de 'V engendré par Z. AlorsPn (—P) = Qu (— Q)=VinR
est un systéme de racines dans Vi de base Z.

OnaPn(—P) = (R:(C)uQ)n (-~ Ry(O) v (— Q)= Qu (—Q).
Le th. 3 prouve que Q u (— Q )=V1nR. Enfin, Z est base du systéme de racines
VinR d’aprés le cor. 4.

Prorosrrion 21. — Soient C (resp. C') une chambre de R, X (resp. Z') une partie
de B(C) (resp. B(C")), Q (resp. Q') Pensemble des racines combinaisons linéaires &
coefficients entiers négatifs des éléments de Z (resp. Z'), et P = QuR_(C) (resp.
P = Q uR_(C). 5 existe un élément du groupe de Weyl transformant P en P’,
il existe un élément du groupe de Weyl transformant C en C! et Z en Z'.

On se rameéne aussitot au cas ot P = P'. Soit V; le sous-espace vectoriel de
V engendré par P n (— P). Alors 2 et 2’ sont deux bases du systéme de racines
R: = Pn (—P) dans V; (cor. 6 de la prop. 20). Il existe donc g1 € W(R;)
tel que g1(2) = Z'. 11 est clair que g; est induit par un élément g de W(R)

qui est un produit de symétries 5,, avec s € Z. Soit y = 3, ¢gB un élément de
BEBO)
P—R;. On a ¢g > 0 pour au moins un feB(C) —=. Dautre part, si

ce X, on a s,(y) — ye Vi, donc s4(y) admet au moins une coordonnée > 0
par rapport & B(C) (n° 1, formule (5)), d’ou s,(y) € R.(C) et finalement
se(v)eP —Rj;. Il en résulte que P —R; est stable par les s,, ceZ,
donc par g, et 'on a g(P)=7P. On est ainsi ramené a prouver la
proposition lorsque P =P’ et =2’ Dans ce cas, on a Q = Q’, donc
R(C)=P=Q=P=Q =R, (C), donc C=C' (cor. | de la prop. 20).

CoROLLAIRE. — Soient P, P’ deux sous-ensembles paraboliques de R transformés I'un
de Pautre par un élément du groupe de Wepl. S’il existe une chambre C de R telle que
R (C)cPet R (C)cP,omalP =P.

Ceci résulte du lemme 3 et de la prop. 21 puisque le seul élément de W(R)
transformant C en C est 1, cf. n°5, th. 2.

ProrositioN 22. — Soit P un sous-ensemble clos de R tel que Pn (— P) = @. I
existe alors une chambre G de R telle que P < R (C).

1) Compte tenu du cor. du th. 1, n° 3, les hypothéses a<P, feP,
(«|B) < 0 impliquent « + B eP.

2) Montrons qu’aucune somme o3 + - + ag(g = 1) d’éléments de P
n’est nulle. On procéde par récurrence sur ¢. L’assertion étant évidente pour
g=1, supposons ¢ = 2. Si a1+ .-+ + g =0, alors

— oy = w2 + -+ + ag,

donc (—ai|ag + -+« + ag) > 0, d’ott Pexistence d’un je[2,¢) tel que
(a1)as) < 0. D’aprés la partie 1) de la démonstration, on a «; + «;€P, et

la relation (1 4 2;) + X o; = O contredit I’hypothése de récurrence.
i#El,j
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3) Montrons qu’il existe un élément y non nul dans V tel que (y|«) > 0
pour tout a & P. Dans le cas contraire, le résultat de 1) prouverait qu’on peut
trouver une suite infinie o, «2, ... d’éléments de P tels que

Bi=o1 + -« + ;P

pour tout z; il existerait deux entiers distincts 7, j tels que B; = By, ce qui
contredirait le résultat de 2).

4) Pour démontrer la proposition, il suffit (cor. 2 de la prop. 20) de montrer
qu’il existe une base (ar)1<x<: de V telle que, pour la relation d’ordre lexi-
cographique définie par cette base, tout élément de P soit > 0. Procédons
par récurrence sur / = dim V, en supposant la proposition établie pour les
dimensions < I Soit ye Vtel que v # Oet (y|a) > O pour tout a e P (cf. 3)).
Soient L ’hyperplan orthogonal a v, et V' le sous-espace de L engendré par
R n L. Alors R n L est un systéme de racines dans V' et P n L est clos dans R n L.
D’aprés ’hypothése de récurrence, il existe une base (B, ..., 8,) de V' telle
que les éléments de P n L soient > 0 pour I'ordre lexicographique défini par
cette base, Alors toute base de V dont les // + 1 premiers éléments sont
¥, B1s Bss « - -, By et dont les €léments suivants sont dans L posseéde la propriété
requise.

Prorosrrion 23. — Soient P un sous-ensemble de R et Vi (resp. I') le sous-
espace vectoriel (vesp. le sous-groupe) de V engendré par P. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) P est clos et symétrique;

(i) P est clos, et P est un systéme de racines dans Vi;

(i) TaR =P. :

Supposons qu’il en soit ainsi. Pour tout o e P, soit o) la restriction de o & Vy.
Alors Dapplication «— o« est la bijection canonique du systéme de racines P
sur PY.

(ifi) = (i) : évident. :

(i) == (ii) : supposons P clos et symétrique. D’abord P vérifie (SR;)
dans Vj. Soient «, B e P, et montrons que s,(8) € P. Cest évident si « et 8
sont proportionnels. Sinon, on a 5,(8) = B — n(8, «)« et B — pa e R pour tout
entier rationnel p compris entre 0 et n(B, «) (prop. 9, n°® 3), donc

{3——71([3, “)MEP

puisque P est clos et symétrique. Ainsi, 5, ,y(P) = P, et P vérifie (SRy). 1l
est clair que P vérifie (SRyy). Donc P vérifie (ii), et on a en méme temps
prouvé la derniére assertion de la proposition.

(ii) === (iii) : supposons vérifiée la condition (ii), et prouvons que I' n R=P.
Ilest clairque PcI'nR. Soit BeI'n R. Puisque fe"et que P = — P,on a
B=o1 + ag + -++ - oy avec a1, ..., o € P. Nous allons prouver que B e P.
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C’est évident si £ = 1. Raisonnons par récurrence sur £. On a

k

0 < (Bg) = 2 (Blas),

i=1

donc (B|e«;) > O pour un indice ¢. SiB = «;, ona P eP. Sinon,ona — o eR
(cor. du th. 1, n° 3), donc B — «; € P d’aprés hypothése de récurrence, donc
B e P puisque P est clos.

Les conditions de la prop. 23 peuvent étre réalisées avec Vi = V et pourtant P # R.
Par exemple, il peut arriver que R soit un systéme de type Gz et P un systéme de
type Ag; cf. planche X,

ProrposiTioN 24. — Soit R’ Dintersection de R avec un sous-espace vectoriel de 'V,
de sorte que R' est un systéeme de racines dans le sous-espace vectoriel V' gqu’il engendre
(cf. cor. de la prop. 4, n° 1). Soit B’ une base de R'.

(1) 11 existe une base de R contenant B'.

(ii) R’ est Pensemble des éléments de R qui sont combinaisons linéaires des éléments
de B'.

L’assertion (ii) est évidente. Prouvons (i). Soit (e1, €2, ..., &) une base
de V telle que B’ = (ep+1, 2p+2, ..., &1). L'ordre lexicographique sur V cor-
respondant a cette base définit une chambre G de R. Il est clair que tout
élément de B’ est minimal dans R_(C). Donc B’ ¢ B(C).

8. Plus grande racine

ProrosiTioN 25. — Supposons R irréductible. Soit C une chambre de R, et soit
B(Q) = {o1, ..., 4} la base correspondante.

! [
(i) Il existe une racine & = X, myoy telle que, pour toute racine Y, peoi, on ait
i=1 i=1
ny = p1, ne = pa, ..., mp = p1. En dautres termes, R posséde un plus grand élément
a pour la relation d’ordre définie par C.

(ii) OnaaeC.

(i) On a (&|a) = («'|a') pour toute racine o'.

(iv) Pour toute racine positive o' non proportionnelle ¢ &, on a n(o’, &) = 0 ou 1.

! !
1) Soient « = X mxy, 8 = X pix; deux racines maximales pour 1'ordre
i=1 i=1
défini par C. On va prouver que o = §, ce qui établira (i}.

2) Sion avait («]a;) <O pour un indice ¢, on en déduirait que « + ;e R
ou o« = — o (cor. du th. 1, n° 3), et ces deux éventualités sont absurdes
d’aprés la maximalité de «. Donc (af«;) > 0 pour tout i.

3) Sie <0,0naa« < —a, ce qui est absurde. Donc n; > 0 pour tout 1.
Soit J Pensemble des ¢ tels que n; > 0, et J' le complémentaire de J dans
{1, 2, ...,1}.OnaJ # @. SiJ' était non vide, il existerait un i eJ et un
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i'e]J’ tels que (s}oy) < O (cor. 5 de la prop. 20, n® 7); on aurait

(#ew) = X nofoufar) < 0
€]
puisque (aj|ax) < O quels que soient j et & distincts, et ceci contredirait 2).
Donc J' = @ et n; > 0 pour tout i.
4) On a (Bla;) = O pour tout ¢ d’aprés 2). On ne peut avoir (Blag) = 0
pour tout ¢ puisque B # 0. On conclut alors de 3) que

(@lo) = X m(Blas) > 0.
Siy=a—peR,onaa>pouf >a(th 3, n°6), ce qui contredit la
maximalité de « et . Donc o = B (cor. du th. 1, n° 3).

5) D’apres 2), on a &eC. Soit o’ eR, et prouvons que («']a') < (&&).
Puisque C est un domaine fondamental pour W(R), on peut supposer que
«'eC.Ona&—a > 0,donc (&— «'|x) > O pour tout x e C. En particulier
(G—dla) 20 et (a—a'|e’) 20, dou (&a) > («'|&) = (o/|«'). Donc
n(a'y &) vaut 0 ou 1 ou — 1 (prop. 8, n° 3) si «’ est non proportionnel a & Si
o' >0, 0n a (&«) >0 d’apres 2), donc n(«', &) >0, donc n(«, &) vaut 0 ou L.

C.Q.F.D.

Remarque. — On dit que la racine

& = 2 4004
de (i) est la plus grande racine de R (vis-a-vis de C). On notera que, d’apres (i),
on a n; > 1 pour tout .

9. Poids, poids radiciels

Soit { = dim V. On note Q (R) le sous-groupe de V engendré par R; les
éléments de Q (R) s’appellent les poids radiciels de R. D’apres le th. 3 du n° 6,
Q (R) est un sous-groupe discret de rang [ de V, et toute base de R est une
base de Q (R).

De méme, le groupe Q (RY) est un sous-groupe discret de rang [ de V*,

PropoSITION 26. — L'ensemble des x € V tels que {x, y*> e Z pour tout y* € Q (RY)
(ou, ce qui revient au méme, pour tout y* & RY) est un sous-groupe discret G de V conte-
nant Q (R). Si B’ est une base de R, la base duale de B' dans V est une base de G.

Soit xe V. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) <x,9*>eZ pour tout y* e Q(RY);

(ii) <x,y*>eZ pour tout y*eB’;

(iil) les coordonnées de x par rapport & la base duale de B’ sont dans Z.
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On en conclut que la base duale de B’ est une base de G. D’autre part,
(SRyy) prouve que Re G, d’od Q(R) cG.

Le groupe G de la prop. 26 se note P(R), et ses éléments s’appellent les poids
de R. On peut considérer aussi le groupe P(RY) des poids de RY.

D’aprés Alg., chap. VII, 2¢ éd., § 4, n° 8, les groupes
PR)/QR), PRY)/Q(RY)

sont des groupes finis en dualité sur Q /Z, donc isomorphes. L’ordre commun
de ces deux groupes s’appelle U'indice de connexion de R (ou de RY).

Si R est somme directe de systemes de racines Ry, le groupe Q (R) (resp.
P(R)) s’identifie canoniquement & la somme directe des Q (R;) (resp. P(R;)).

ProrositioN 27. — Sotent Ry une partie de R, Q 1 le sous-groupe de Q (R) engendré
par Ry, et Wy le sous-groupe de W(R) engendré par les s, (a € R1). S peP(R) et
weWi, on a p— w(p)eQ;.

Siw=s,avecaeRj, ona

p—w(p) = <{p,e>aeZacQ,.

Siw =548y ... 5, avec a1, ..., areRy, on a donc encore p — w(p) e Q1
comme on le voit par récurrence sur 7.

Le groupe A(R) laisse invariants P(R) et Q (R), donc opére dans le groupe
quotient P(R)/Q (R). D’apres la prop. 27, le groupe W(R) opére trivia-
lement dans P(R)/Q (R). Par passage au quotient, on voit que le groupe quotient
AR)/W(R) (cf. prop. 16, n° 5) opére canoniquement dans P(R)/Q (R).

10. Poids fondamentaux, poids dominants

Supposons R 7éduit. Soit G une chambre de R, et soit B la base de R corres-
pondante. Comme R est réduit, BY = {a"},¢p est une base de RY. La base
duale (@,)qep de BY est donc une base du groupe des poids; ses éléments
s'appellent les poids fondamentaux (relativement & B, ou 4 C); lorsque les élé-
ments de B sont numérotés (ay, ..., @), on note (&3, ..., ®;) les poids fonda-
mentaux correspondants.

Soit x € V. Pour que xeC, il faut et il suffit que <x, «”)> > 0 pour tout
o eB. Il s’ensuit que C est I’ensemble des combinaisons linéaires des @, a
coefficients > 0, et C Pensemble des combinaisons linéaires des ®, a coeffi-
cients = 0.

Les éléments n(a, B)=<a, 3> de la matrice de Cartan sont, pour « fixé,
les coordonnées de « par rapport & la base (@g)ges:

(14) «= 2 n(«,B)@g.

BEB
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La matrice de Cartan est donc la transposée de la matrice de linjection
canonique

Q (R) - P(R)

par rapport aux bases B et (®,)qep des Z-modules Q (R) et P(R).

Un poids @ est dit dominant s’il appartient 3 G, autrement dit si ses coor-
données par rapport & (@,),ep sont des entiers > 0, ou encore si g(B) < B
pour tout g € W(R) (n° 6, prop. 18). Puisque C est un domaine fondamental
pour W(R) (th. 2), il existe, pour tout poids @, un poids dominant &' et un seul
tel que @' soit transformé de ® par W(R).

On a

VS = (@,-22 ) = &
{Ba B> (%1({3“3)) 2

pour «, BeB (8,3 désignant le symbole de Kronecker), d’ou

1

(15) p(@a) = Ba—3gf et (BfB) = 5 (BIR)3sg.

Autrement dit, @, est orthogonal & B pour B # «, et sa projection orthogonale sur R

—_— . T —
est -é—oc. Puisque ©, e C, on a (@,|@g) > 0 pour «, 8 B, i.e. 'angle (@,, @)
est aigu ou droit. Les poids dominants sont les @ eV tels que 2(m|a)/(a|x)
soit un entier > 0 pour tout «eB.

ProrosiTiON 28. — Soient B une base de R, B’ une partie de B, V' le sous-espace
vectoriel de V engendré par B', R' =R n' V' (qui est un systéme de racines dans V'),
R le systéme de racines inverse (qui s’identific & [image canonique de R’ dans RY),
Vi Porthogonal de R™ dans V, et p le projecteur de V sur V' parallélement a Vi.
dlors, Q(R') = Q(R) n V', P(R') = p(P(R)). L'ensemble des poids dominants
de R’ est I'image par p de Uensemble des poids dominants de R.
En effet, Q (R) est le sous-groupe de V de base B, Q (R') est le sous-groupe
de V de base B’ (n° 7, cor. 4 de la prop. 20) d’or aussitét Q (R) =Q (R) n V',
SimeP(R)etxeR’,ona {p(®), a") = (@, «”> e Z, donc p(w) e P(R'), donc
p(PR)) cP(R’). Si &' e P(R'), ®' se prolonge en une forme linéaire & sur V*
nulle sur (B—B")Y; on a (&, «">eZ pour tout « eB, donc meP(R), et
"= p(®); donc PR')«p(P(R)). Ainsi P(R') = p(P(R)), et I'assertion
relative aux poids dominants se démontre de la méme fagon.

Proposition 29. — Soit p la demi-somme des racines > O.
(i) On a o = X G, cest un élément de C.

aEB
(i) s,(p) = p — « pour tout «eB.

(iil) On a (2p|a) = («|a) pour tout o < B.
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Comme R est réduit, on a 5,(R (C) — {a}) = R (C) — {a} et sy(a) = —«
pour aeB (n° 6, cor. 1 de la prop. 17), d’oll 5,(2p) = 2p — 2«. Comme
sa(p) = p — <p, &) «, on voit que

oy =1=( 3 wga".
8€B
Doty ¢ = 3 @g, et par suite pe C. Enfin (iii) équivaut a (p, «¥) = L.
]
COROLLAIRE. — Soit 6 la demi-somme des éléments >0 de RY (pour BY). Pour tout

o€V, la somme des coordonnées de o par rapport 4 la base B est {«, 6>, Si x € R, cette

somme est aussi égale a L > n(«B).
2 geR0

Echangeant les roles de R et RY dans ce qui précede, on a (a, 6> = 1
pour tout «eB, d’ol le corollaire.

11. Transformation de Coxeter

Soit € une chambre de R, soit {«1, ..., ¢;} la base de R correspondante, et
$OIt ¢ = 54, . . . 84, L’élément ¢ de W s’appelle la transformation de Coxeter de W
définie par C et la bijection { — o; (chap. V,§ 6,n° 1). Son ordre 4 est appelé
le nombre de Coxeter de W (ou de R).

Prorosrrion 30. — Supposons R irréductible. Soit m un entier compris entre 1 et h—1,

et étranger a h. Alors exp(2—zl723@) est une valeur propre de ¢ de multiplicité 1.

(En particulier, m est un exposant de W, cf. chap. V, § 6, n° 2).
Démontrons d’abord un lemme:

Lemme 3. — Pour tout w e W, le polyndme caractéristique de w est a coefficients entiers.
On sait (n°6, th. 3) que le sous-groupe Q (R) de V engendré par R a pour
base {x1, ..., oz}, Comme w laisse stable Q (R), sa matrice par rapport a

{e1, ..., a1} est & coeflicients entiers; il en est donc de méme de son polynéme
caractéristique.

Soit P le polynéme caractéristique de ¢. Le lemme ci-dessus montre que les
coefficients de P sont entiers. D’aprés le chap. V, § 6, n° 2, cor. 2 de la prop. 3,
la racine primitive A-éme de lunité z = exp(%t) est une racine simple
de P. Tout comjugué de z sur Q est donc aussi racine simple de P. Mais on
sait (*) que toutes les racines primitives k-émes de ’'unité sont conjuguées sur Q.
Elles sont donc toutes racines simples de P, ce qui démontre la proposition.

ProrosiTIiON 31. — Supposons R irréductible et réduit, et soit B = nixy+ -+ + mey
la plus grande racine de R (cf. n° 8). Onaalorsny + -+ +n=h— 1.

(*) Ce résultat figurera dans un chapitre d’Alg. comm. en préparation. En attendant, le lecteur pourra
se reporter & D. HiLBeERT, Die Theorie der algebraischen Zahlkérper, § 97 (Gesamm. Abh., 1, p. 63-363).
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Soit R, I’ensemble des racines positives relativement 2 C. On a (n° 10,
cor. de la prop. 29):

mt - tm—g 3 a3

aER+

— 1 - («lB)
=14 = =1 .
+ 2 aem,a;&ﬂn(ﬁ’ ) + aen§a¢6 (o] )

D’aprés le n° 8, prop. 25 (iv), on a, pour e e R, et o # B, n(e, p) = O ou 1,
donc n(«, B)2 = n(a, B), c’est-a-dire 4(o]B)? _ 2(olB) D’ou:

(BIp)2  (8l)
Mmoo tmtl=2+2 3 —L—“B

aer ax B (B|B)(«|a) )
— _(@B)  _
2 2B e PR

D’aprés le chap. V, § 6, n° 2, cor. du th. 1, on a

(fag®™

aeR I

" " =18)2 = h(glp)

dot ny + -+ Fn 4+ 1=~

ProrosiTiON 32. — Supposons que R soit irréductible, et que toutes les racines aient
méme longueur. Soit o € R. Le nombre d’éléments de R non orthogonaux & o est 4h— 6.

Soit R’ I’ensemble des racines non proportionnelles et non orthogonales a «.
D’aprés le chap. V, § 6, n® 2, cor. du th. 1, on a

({02 + (=) + 3 (1) = hal)?
c’est-a-dire

%va=w~mmwz

Si BeR/, on a («B) = (a)r) d’apres la liste du n® 3. Donc

?
?CardR’=h—2, Card R’ = 4h — 8,

et le nombre de racines non orthogonales a « est Card R’ 4 2 = 44 — 6.

Prorosition 33. — Supposons R irréductible et réduit. Posons s,, = si, et soit T'
le sous-groupe de W engendré par ¢ = s1.. .51

(1) Soit 0; = sys1-1. . .541(g) G =1, ..., [). On a 6; > 0, ¢(8;) < O.

(ii) 8% o est une racine > O telle que c(x) <O, « est égale a P'une des 9;.

(iii) La famille (0;)1<i<1 est une base de Q (R).

(iv) Soit Qi Porbite de 0; pour T'. Les ensembles Q; sont deux & deux disjoints,
constituent toutes les orbites de 1" dans R, et ont chacun h éléments.



n° 1.12. SYSTEMES DE RACINES 171

Observons d’abord que (s1,...,5;) est une décomposition réduite de ¢ (chap. IV,
§ 1, n° 1) par rapport & ensemble S des s;. En effet, sinon, il existerait une
partie X =8 — {j} a /—1 éléments de S telle que ¢ € Wy ; on aurait.alors
s;€ Wy, ce qui contredirait le cor. 2 de la prop. 7 du chap. IV, § 1, n° 8.

En appliquant 4 ¢ = s1... 57 le cor. 2 de la prop. 17 du n° 6, on obtient
les assertions (i) et (ii).

Soit QO le sous~-groupe de Q (R) engendré par les a4, j > 4. On vérifie
immédiatement que Q est stable par les s;, j > ¢, et que s3(e) = o; mod. Q
pour j > i. On a donc:

91; =87 ... S¢+1(oc¢) = o mod. Qz.

En d’autres termes, il existe des entiers ¢ tels que:

0; = o; + 2 Cijoq.

Jj>i

D’ou aussitdt (iii). h—1
Enfin, soit « une racine. L’élément X, ¢%(«) est invariant par ¢, donc nul

k=0

(chap. V, § 6, n° 2). Les c%(«) ne peuvent donc pas étre toutes de méme signe,
et il existe un £ tel que ¢¥(a) > O et ¢¥*1(a) < 0. D’apreés (ii), c¥(«) est 'un
des 6;. Donc toute orbite de I' dans R est 'une des Q;. Prolongeons alors
(x| ») en une forme hermitienne sur V® C. D’aprés la Remarque du chap. V,
2ir

6, n° 2, il existe un élément ze V@ C tel que ¢(z) = ex
q P A

(v]z) # O pour tout yeR. Si c?(2) = «, on a

)z et que

(elo) = (&lev(e) = (2(2)|o) = exp(—2EL) g]),

d’ott exp(:fli—np) =1, et p =0 mod. s Cela prouve que l'orbite de «
possede % éléments. D’apres le th. 1 (ii) du chap. V, § 6, n° 2, le nombre total

d’orbites de I" dans R est donc %l = [. Il en résulte que les Q; sont deux a deux

disjointes, ce qui achéve de prouver (iv).

12. Forme bilinéaire canonique
On a vu (n° I, prop. 3) que la forme bilinéaire symétrique
(5 9) —=By(%,2) = 2 <o, x> ¥, 5
2ER
sur V est non dégénérée et invariante par A(R). Echangeant les rdles de R et R, on voit que la

forme bilinéaire symétrique (¥*, y*) —s Bpv (2%, y*)= 2 ety %) oty y*) sur V* est non
dégénérée et invariante par A(R). a€R



172 SYSTEMES DE RACINES Ch. vi, § 1

La forme inverse de Bgv (resp. By) sur V (resp. V*) sera appelée la forme bilinéaire cano-
nique sur V (resp. V*) et notée @, (resp. ®yv). Elle est non dégénérée et invariante par A(R).

Soit ¢ I'isomorphisme de V sur V* défini par Byv. On a, pour xeV et yeV:
Pp(9) = By (0(), 0(5) = 2 <o) < 0(1)).

Mais (&, 6(x)> = Bpe(a(®), o(%)) = Dy(«, x). D’ott

(16) Dplx, 3) = 2 Dpla, (e, 3).

a€R
Compte tenu de la prop. 7 du n° 2, @y, est la seule forme bilinéaire symétrique invariante par

W(R) et non nulle qui vérifie 'identité (16).
Pour feR, (16) donne

= 3 OB = (8 B° 3 n(a,p)’
a€R ¢ ER

d’ou
(17) 4DB, B = X nlx B)%
a€R
Par ailleurs, d’aprés le lemme 2 dun® 1, on a, pour ¥, ye V :
2a
X, () , )@ ’
s ) = B Onlg gy My
=4 X Opla, 5)Pq(w, »)Pgla, @)
a€R

Si R est irréductible, il existe donc une constante y(R) > 0 telle que

(18) Y Ogla, )Pyl ) DPpla, )% = y(R)Dg(x,2).

“e€R

Par définition de y(R), on a By(x, 3) = 4y(R)®g(x, ), donc
Dy (5%, 5%) = (47(R))'Bye (%, »%)

pour x*, y* e V*, Ceci prouve d’abord que y(R) = y(RY). D’autre part, pour feR,
Oy (87, 8Y) = (y(R) ™ T (B, >
ae
1 g Opla, B)a
= +(R)?! R
Y Bt B
soit, d’aprés (16)
Oge (B, BY) = Y(R) "D (8, B) "Dy (8, B)

ou finalement

(19) Dy (B, BYDrv (BY, BY) = y(R) .

Si en outre toutes les racines de R ont la méme longueur A pour @, (16) et (18) montrent
que

(20) y®) = A7
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De plus, si % est le nombre de Coxeter de W, le cor. du th. 1 du chap. V, § 6, n° 2 montre que :
WDy (x, %) = > D (x, 1)2 pour tout xe V.
a€R A

En comparant avec (16), on en déduit :
(21) A=k et y(R) =R

Enfin, la formule (19) montre que les racines de RY ont la longueur A pour @py.

§ 2. Groupe de Weyl affine

Dans ce paragraphe (n° 5 excepté), on désigne par R un systéme de racines
réduit dans un espace vectoriel réel V. On désigne par W le groupe de Weyl
de R; on lidentifie 4 un groupe d’automorphismes du dual V* de V
(§ 1, no 1), et Pon munit V* d’un produit scalaire invariant par W.
Soit E V’espace affine sous-jacent & V*; pour v e V*, on désigne par () la
translation de E de vecteur ». Enfin, on désigne par P (resp. Q ) le groupe des
translations ¢(v) dont le vecteur » appartient au groupe des poids P(RY) (resp.
au groupe des poids radiciels Q (RY)) du syst¢me de racines R inverse de R.

1. Groupe de Weyl affine.
Pour «eR et keZ, soit L, x 'hyperplan de E défini par:
Ly = {xeE|{a, x) =k}
et soit s, r la réflexion orthogonale par rapport a Ly, . On a:
S, k(%) = x — (Kay x> — k)" = 54 o(%) + ko
pour tout x € E. Autrement dit, on a:
(1) So, & = t(ka”) o 54,

ol s, est la réflexion orthogonale par rapport a4 ’'hyperplan L, = L,,, c’est-
a-dire la réflexion associée a la racine «.
La formule (1) montre que s, ne dépend pas du produit scalaire choisi.

DeriNtTioN 1. — On appelle groupe de Weyl affine du systéme de racines R et on note
We(R) (ou simplement W) le groupe de transformations affines de E engendré par les
réflexions s, x pour aeR et keZ.

ProrosiTiON 1. — Le groupe W est produit semi-direct de W par Q) .
Comme W est engendré par les réflexions s,, il est contenu dans Wy,
D’autre part, on a ¢(o”) = 5,1 o 5, si « € R, ce qui montre que Q c Wy,



